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目的： 
1.比起原有的計算方式，因為 Galois Field 的計算並

不會產生 carrier，因此計算過程中，可以減少其

設計的複雜度。 

2.對於原有的乘法運算，在 Galois Field 中只需要簡

單的加法器和 shift registers 即可完成。 

3.組成 Galois Field 的基底具有 cyclic 的特性。 

4.Example: Irreducible polynomial (Fig. 1) 

Consider a degree of 5 polynomial: 1 45 E 
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Fig. 1 Irreducible polynomial 
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CMOS addition and multiplication 
Addition: 

 

Fig. 2 CMOS adder 

 CMOS addition includes carrier generator and sum 

generator. The carrier generator that is not necessary. 

The full addition reduces to half addition. This structure 

only needed 28 transistors. 

Multiplication  

A multiplication includes some full ADDs. and  

half ADDs. It is needed much times of time than single 

ADDs. to obtain the output state.  
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Fig. 3 Multiplier 

A comparing of propagation time 

tadd≅ tAB to Co+tCi to Co+tCi to s≅ tCi to s≅ 1 n sec 

tmult≅ [(M-1)+(N-2)]tcarry+(N-1)tsum+tand 
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ADD: 
Two input binary adder 

M

(

 

ulti-input binary adder 
c)的效能會比(b)好，因為(c)的 critical path 較短 
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A flip-flop 

當 Set command 為 1時，input 資料才可進入；當 Set command

為 0 時，輸出資料維持之前所抓取的。 

Shifting a register or adding 
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Example: Two element over Galois field 

Assume 

α=(1 1 0 1),β=(1 0 1 1), over GF(24), 

satisfied α4+α+1=0 

than   α+β= (0 1 1 0)  

where without carriers 

 

Fig. 4 Galois filed adder 
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Multiplication: 
Example: scale multiplication 

Assume β(α)=b0+b1α+b2α2+b3α3 over GF(24), 

satisfiedα4+α+1=0 

than αβ= b0α+b1α2+b2α3+b3α4 

      = b3+(b0+b3)α+b1α2+b2α3 

 

Fig. 5 Galois filed multiplier with scale and element 

where register plus once can obtain αβ, if we want to 

obtainα3β, such that need three times of plus, it is 

wasting times. They are another structure of multiplication 

which propagation times less than previous. 

 

Fig.6 Another Galois filed multiplier 
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where α3β= b0α3+b1α4+b2α5+b3α6 

     = b1+(b1+b2)α+(b2+b3)α2+(b0+b3)α3 

Example: multiplication two elements over Galois field 

Assume β,γ over GF(2
4), satisfiedα4+α+1=0 

where β(α)=b0+b1α+b2α2+b3α3 

  γ(α)=C0+C1α+C2α2+C3α3
 

than βγ=(((C3β)α+C2β)α+C1β)α+C0β 

 

Fig. 7 Galois filed multiplier with two elements 
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Example: computing r(α), over GF(24) 

r(α)=r0+r1α+r2α2+…+r14α14 

=(…(((r14)α+r13)α+r12)α+…)α+r0 

 

Fig.8 Computing r(α) circuit 

Another circuit 

 

Fig.9 Another circuit (r(α3)) 

Example: computing by remainder polynomial 

assume dividing r(x) by α4+α3+α2+α+1=0 

then remainder b(x)=b0+b1x+b2x2+b3x3 

so that r(α
3)=b(α3) 

     =b0+b3α+b2α2+(b1+b2+b3)α3 
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Fig. 10 Computing r (α3) using remainder polynomial 
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Divider: 
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(r10+r11x+…+r14x4)/(1+x+x2+x3+x4) 
mod = ((r10+1)+(r11+1)x+(r12+1)x2+(r13+1)x3 

when r14=1 
x4=x3+x2+x+1 
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r14r13r10 r11 r12 



BCH: 
Encode: 

n=2m-1 
n-k<=mt 
dmin>=2t+1 
g(x)=LCM{Φ1(x),…, Φ2t-1(x)} 

encoder 

D

在

(

 

 

由 g(x)決定

ecode: 

做 BCH 解碼時，我們必須先算出徵狀值

syndrome)，Si=r(αi) 
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假設我們的碼是建構在 GF(24)中，當計算 2t 個徵狀值

時，就必須有 2t 個個別電路去計算，所佔面積過大，

因此發展出另一套方法： 

由於 BCH 的 generator polynomial 為 

))()(()(
121
xxLCMxg

t−
= φφ L  

code sequence 的產生： 

)()()( xgxqxc ⋅=  

接收到的 sequence: 

)()()()( xbxgxqxr +⋅=  

因此徵狀值可以化簡成 
  )()( ii br αα =  

 

這部分由 Si=r(αi)決定其電路 
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Computation of error-location numbers and error 

correction 

假設 error location polynomial 為： 

v

v
xxxx ⋅++⋅+⋅+= σσσσ L2

21
1)(  

其中σi可由 Si決定 

Register B 

將σ(x)的係數載入暫存器 
σi=b0+b1α+b2α

2
+b3α

3
 

α
i
=c0+c1α+c2α

2
+c3α

3
 

σi *α
i
 =(((c3β)α+c2β)α+c1β)α+c0β

Register C 

01

2

2

3

3
cccci +⋅+⋅+⋅= αααα  

經過 m個 clock，σi *αi存在於暫存器 A中，如要計

算σi *α2i，將σi *α2i存到暫存器 B中，在經過 m個

clock 後，σi *α2i存在於暫存器 A中。依此類推，最

後將各個階段暫存器 A中的加起來，可以得到σ(αi)。 

乘α



Chien’s searching circuit 

先將σ1…σv載入各個乘法器，然後做位移的動作，

則將各個暫存器的結果相加起來，如果為 0，則αl為

error-location polynomial 的一根 
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下圖的例子，為 t=2 的 BCH，所以需要兩個乘法器。

如果 t很大時，將會佔很大的面積。 

 

決定 Sum 是否為 0
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Reed-Solomon codes: 

Encoder: 

generator polynomial of t-error-correcting 
)())(()( 22 txxxxg ααα +++= L  

產生 systematic RS code 的方法： 
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所以資料由接近輸出的地方輸入，代表乘上 x2t。當資

料輸入完畢，Gate 自動關閉，留在暫存器的值，就是

parity-check codes。 

Block length:    n=q-1 
Number of parity-check bits: n-k=2t 
Minimum distance:   dmin=2t+1 
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計算 Syndrome: 
)( i

i
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由於 r(x)可表示成下列式子， 

i

i

i
bxxcxr ++= ))(()( α  

所以先將 r(x)除以(x+αi)，當 r(x)完全輸入時，最

後留在暫存器的值，就是餘數，也就是αi的 syndrome 
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結論： 
在 Galois Field 中，不論是加法或者是乘法，甚

至是除法，我們都可以使用簡單的加法和移位暫存器

(shift register)來做運算。因此我們可大大地減低

運算複雜度，且運算速度也有所提昇。對於這樣的結

果，剛好符合我們在通訊上所要的東西，Low Power、

Low Cost、High Performance 的要求。 
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